8-Forgd mozgas

.M 1) Az r sugarl, m, tomegi, tomor henger surlodasmentes csapagyban vizszintes tengely koriil

o foroghat. A hengerre elhanyagolhat6 tomegl fonalat csavarunk, melynek szabad végére m; tomegii
testet fliggesztlink.
.2) Mekkora a henger sz6ggyorsulasa, a 16g6 tomeg gyorsulasa, a kétélerd, a csigat tengelyét tartd
I r m 1mo 3mq+
70 — 1 9. —_ ™ . —_2 - T = mjt+tmo
ero: [ﬁ m1+%m0 r’ a m1+%m0 g’ m1+%m0 mlg’ 2my+my m()g]
.b) Mi torténik, ha m, egyre kisebb lesz? (a2>g)

m 1% .C) Mekkora legyen a témegarany, hogy g/2 legyen a suillyedé test gyorsulasa? 5
(2m1=m,) T

mig — K =mqa
Harom ismeretlenre (B, a, K) harom egyenlet adodik: Kr =6p
a=rf
(Dinamika alapegyenlete a testre, forgé mozgas alapegyenlete a csigara, kényszerfeltétel a és 3
kozott, mely a fonalnak a csigan valé meg nem csuszésat fejezi ki.)
(A gyorsulas és a szoggyorsulas felvett pozitiv irdnyait egyeztessik.)
A T er6 a csigara felirt ZF=0-bdl adodik. A

.2) .a) Mekkora a testek gyorsulasa? (a = —1—%—g) H \La
m1+m2+§m
.b) Mi torténik, ha megyre kisebb lesz? (a -» =12 g) d

mq+my

.c) Legyen m;=1 kg, my=2 kg, m =4 kg? (a = - g/5, a felvett irannyal ellentétes)

i~ )
4 ismeretlenre (kotélerdk, a, ) négy egyenlet:

mig — K, =mya
K, —myg = mya
K1T - Kzr = gﬁ

[”£| IE] a=rf

A forgd mozgas alapegyenletét a kdzépponton atmend, nyugvo tengelyre irtuk

fel, igy a tehetetlenségi nyomatékot is erre a tengelyre szamitjuk: 6 = %mrz. @

.M3) A .jojo” a fonalon lecsavarodik. A fonal r sugara hengerrél
ﬁ 1 csavarodik le, melynek tomege elhanyagolhat6. a nagy tarcsak egylttes tomege m,
sugaruk R.
.a) Irjuk le a jojo mozgasat, és hatarozzuk meg a fonalat feszit6 erét!
BT )
o= o =g
.b) Vizsgaljuk Legyen R>>r esetét (a,f — 0; K — mg)
.C) Figyeljuk meg, mit csinal a jojo a legfelsé pontban: Felfelé haladva a tengelyének
allasa nem valtozik, a fels6 holtponton tengelye vizszintes sikban megpoérdil, majd
lefelé indulva ismét azonos marad a tengelyallas. Miért? (p.m.)

myg |

.a-.b) 3 ismeretlenre (K, a, £) harom egyenlet:
mg — K =ma
Kr = OrkpB
a=rp,
ahol Orxp = %mRZ.
A harmadik egyenlet azt fejezi ki, hogy a kicsi henger csuszas nélkiil gordiil le a fiiggblegesnek
tekintett (jo kozelités , ha r elhanyagolhato a felfliggeszto fonal hosszahoz képest) fonalon.




.C) A forgd jojo perdiiletéhez tartozd tengelyallas megmarad (a kotéler6 kezdeti tengelyre vonatkoz6
forgatonyomatéka csak a perdiilet nagysagat valtoztatja, az iranyat nem (ehhez vizszintes sikban hat6 erd lenne
sziikséges). A fonal viszont a mozgas el6tti felcsavaraskor altalaban megtekeredik. A felsé holtponton a perdiilet 0-va
valik, a megtekeredett fonal (torzids ingaként) kicsavarodik, hiszen a perdiilet az eddigi forgastengelyre szamitva 0,
irdnya (tetsz6leges!) szerinti allandésaga ezt most nem akadalyozza meg.

Megjegyzes: Nagy a csabitas, hogy a forgdo mozgas alapegyenletét ne a korong TKP-jara, hanem a kotéllel érintkezd
P pontra irjuk fel. Vigyazat! A forgd mozgés alapegyenlete inerciarendszerben gyorsul6 tengelyre altalaban nem
igaz! Vannak azonban kiveételek. Ez az eset is az. Hogy ez miert kivétel, azt a kovetkezo fejezetben lathatjuk!

Ha most a P-ponton atmend tengelyt hasznaljuk, akkor a mgr = 6,8 egyenletet nyerjik, ahol a P-ponton atmend
tengelyre: 8 = Orxp + mr? a Steiner-tétel szerint. Az igy kapott egyenlet ekvivalens az eredetileg felirttal.
Ellenérizziik!

------------------ AT

.4) Az abrén vézolt elrendezésben a zsindr, a vizszintes rid, a tengely a forgédobbal, valamint S=5;

a csiga elhanyagolhato tomegliek. A tengelyen fellép6 surlodastdl eltekintiink. Mekkora @ l ' )
2 m m

gyorsulassal stllyed a zsinér végére akasztott test? (Zlgz:rz)

A kotélerd forgatja a csigat: Kr = 3, ahol 8 = 2ml?, és lassitja a 10g0 testet: mg — K = ma.

Ekozben a = rf, mert a fonal nem csuszik.

.5) 0,5 m sugaru, 26 kg tomegii tomor hengeren atvetett fonal végein testek 10gnak, amelyeknek
.. .. 1 .. . - sy s
egyuttes tomege 12 kg. A testeket elengedve a henger 3,2 = szoggyorsulassal indul el. A kotél a

hengeren nem cstszik meg, a témdr henger tehetetlenségi nyomatéka 0,5 mr?.

m a) Mekkora a két test tdémege kulon-kilén? (4 kg; 8 kg)
b) Az indulastdl szamitott 3 s milva mennyi az 6sszes mozgasi energia? (288 J)

Specialis esete a 2. feladatnak. (Erdk rajza, 4 egyenlet, 4 ismeretlen). 3,2 EZ =Tz
s my+my+om
alapjan my — m, = 4 kg.
[
]
.6) Mekkora a rendszerben a hasabok gyorsulasa és mekkora eré hat a mennyezetre? A fonal nem
nyulik, tdmege elhanyagolhatd és a csigan nem csuszik meg. (a = ; 0; K= ? mg) m

Specialis esete a 2. feladatnak. 4 egyenlet, 4 ismeretlen (a, £, Ki, K2).
Majd a tartéerd T= K1+ Kzy+mg.

=

.7) R sugary, m tomegii korong keriiletére csavart fonal szabad végére mi, a koronghoz erésitett
elhanyagolhat6 tomegii r sugarU tarcsa keruletére csavart fonal végére m; tomegi testet
helyeztlnk.

.a) Mekkora a testek gyorsulasa, és mekkora erék feszitik a fonalat ha m; =mp;=m, és R = 2r?

2 1 5 8
(a1 =-0;2=-0; Ki=2mg; K, =2 mg)
.b) Legyen R=3r és m=mi. Mekkora legyen az m, tdmeg, hogy a bal oldali m;-es témeg felfelé g
gyorsulassal gyorsuljon? (m,=11,25 m)

Felvéve az a; gyorslast lefelé, az a,-t pedig felfelé, a sz0ggyorsulast pozitiv irdnyba, 5 egyenlet
adodik az 5 ismeretlenre (ai, az, S, K1, K2):

myg — Ki = myay



1
KiR — K,r = EmR2/3
a1 = Rﬁ
a, =B, Adodik pl.:  a, = —aR-mzn)R

T .
“mR2+mqR%+m,r?
2

.8) Az M = 60 kg tomegili tomor henger vizszintes tengelyen foroghat. A hengerre
csavart fonalon m = 50 kg tomegi teher 16g. A henger forgasat a hozzaszoritott OB
emeldruddal fékezziik, ahol a surlodasi egyiitthato 0,25. Az emel6rud végét F =

400 N erével szoritjuk le. OB = 3 OA.

.2) Mekkora gyorsulassal siillyed az m témegfi test? (2,5 m/s?)

.b) A helyzeti energiavaltozas hany szazalékabol lesz mechanikai (mozgasi) energia?
(40%)

Az 6sszenyomo erd 3F, ami S=300 N lassitd surlodasi erét indukal a keriilet mentén.

Harom egyenlet a 3 ismeretlenre (K, a, A): mg — K =ma
KT - ST = QTKPB
a=rp.

.9) Az R sugaru, m tomegii korong Keriiletére csavart fonal végét rogzitjiik, majd a
korongot elengedjuk.

.a) Irjuk le a korong mozgasat! (a= 2g/3; K=mg/3)

.b) Mekkora a korong szdgsebessége és kdzéppontjanak v sebessége, ha a korong
kezdbsebessége nélkiil indult és mozgasa sordn a korongrdl | hosszisagu fonaldarab

csavarodott le? <v = Elg)

.a) Specialis esete az M3 ,,joj6”-s példanak.
.b) A letekeredd fonal: I=1/2at?, amibél adodik t. Ezzel v=at és w=/t.

Avagy: A helyzeti energia mozgasiva alakul: mgl = %mvz + %chz, és fennall a v = wt kényszer.

.10) R sugar(, m tomegi korong keriiletére csavart fonal szabad végét felfiiggesztjikk. A

koronghoz erésitett elhanyagolhatd tomegi r sugaru tarcsa keruletére csavart fonal végére m;
tomegii testet fiiggesztiink (mindkét fonal a korong kézéppontjdnak ugyanazon oldalan van). A

rendszer fliggdleges sikban mozoghat.

277 .a) Irjuk le a rendszer mozgéasat, haR=2r, m=4m;. [A = gg és a = %g]
.b) Lehetséges-e olyan tdmegaranyt és sugararanyt valasztani, hogy hogy a henger a kétélen

felfelé gyorsuljon? (nem)

.c) Mekkora a henger gyorsulasa R=2r esetén, ha m; sokkal nagyobb m-nél? (4 —» 2g)

my
.a) Az egyenletrendszer (a, A, 5, T, K):
mg+K—-T=mA
mg — K =mqa
TR — Kr = Orkpf
A=Rp
a=A-rp.

A 4. egyenlet azt fejezi ki, hogy az R sugaru henger csuszva gordiil a felfiiggeszt6 kotélen (az
érintkezési pont gyorsulasa IR-ben 0), mig az 5. egyenlet kifejezi, hogy a fliggd test IR-beli a
gyorsulasa az forgomozgasbol adodo érint6 irdnyu gyorsulés és a TKP IR-beli gyorsulasanak

Osszege afugg('i(IR) = afugg(i(TKP) + aTKP(IR)-




Kdnnyebb megoldani az egyenletrendszert, ha rogton elvégezziik a feltételnek megfelelé helyettesitéseket: R =
2r, m = 4m; feltételekkel: g = %%; A= gg ésa = %g

A henger és a 16g6 test is lefelé gyorsul, mert A és a pozitivnak adodik.

(my+m)R—mqr 2 .
3mR2+2mq(R-1)2 9 " 3mR2+2m, (R-1)2
esetének A<0 felelne meg. Ez nem valosulhat meg m > 0 és R > r miatt.

_ (mgy+m)R-myr

.b) Altalanos megoldasa: g = 2gR. A felfelé gyorsul6 henger

.c) A szamlaléban m elhanyagolhaté m; mellett.

.11) Az R sugar m tdmegii koronghoz erésitett elhanyagolhato tsmeg, r sugar( tarcsa keriiletére
csavart fonalat felfliggesztjik. A korong keriletére csavart masik fonal végére m; tomegii testet
fuggesztiink. Mindkeét fonal a korong kézéppontjanak ugyanazon oldalan van.
Mekkora a henger és a 16g6 tdmeg gyorsulasa?
m .a) Legyen: R =2résm; =2m, (A=-g/5; a=g/5, a henger felfelé, a test lefelé gyorsul)
.b) Legyen R =2résm; = ém. (A=g/5; a=-g/5, a henger lefelé, a test felfelé gyorsul)
.C) Sanyi szerint ez a feladat ugyantgy oldhaté meg, mint az el6z6, hiszen most a fonaler6 karja és a
" kotélerd karja cserélddstt fel, igy csupan R és r értékeit kell felcserélni, hogy a mostani egyenleteket
megkapjuk.
Emiatt az el6z6 feladat megoldasainal is csak R és r felcserélését kell elvégezni, tehat a mostani megoldas:
B = (my+m)r-myR 29 _ (mi+m)r-myR
3mr2+2my(r—R)? ’ 3mr2+2my (r—R)?
Ezen altalanos megoldas képleteibe helyettesitve azonban sehogy sem jonnek neki ki azok az eredmények, amiket az
.a) és .b) feladatban kaptunk. VVajon mi a hiba a gondolatmenetében?

- 2gr.

.a)-.b) Az egyenletek altalanosan:
mg+K-—T =mA
mig — K =mya
Tr — KR = Orgpf
A=rf
a=A—-Rp.
Koénnyebb megoldani 6ket, ha rogtén felhasznaljuk a feltételeket.

A megoldasuk altalaban:
ﬁ _ (my+m)r—-mqR 24 (mqy+m)r-myR

© mRZ+2mr2+2m, (r—R)?2 9 T mR2+2mr2+2m,(r—R)2
eredménye.

- 2gr. Ezekbdl is addodik .a) és .b)

.C) Az egyenletekben valdban csak R és r cseréjét kell elvégezni. DE! a 3. egyenletben O;xp = EmRZ—et kell
hasznalni mindkét esetben! Itt nem lehet R-t Kicserélni r-re. Amikor Sanyi az el6z6 feladat megoldasban is elvégezte a
cserét, akkor ezt a hibat kovette el, hiszen az el6z6 megoldasba mar be van épitve Oxp = EmRZ, ezért innentol nem

5 2gill. A=

(mi+m)R—-myr
20+2mR2%+2m(R-7r

érvényes a ,,csupan cserélni kell” elv. Ha az eldzé feladat eredményét g =

(m{+m)R—-myr
20+2mR2+2m4(R-1)?2
eredményt is adna (6 mindkétszer ugyanaz).

- 2gR mobdon adtuk volna meg, akkor Sanyi gondolatmenete helyes lenne, €s ,,csere” helyes

V .12) Mozgdcsiga fliiggbleges sikban mozoghat. A fliggeszté fonal szabad végét allocsigan
H vezetjuk keresztil és fonal végére m; tomegii testet fliggesztiink. Az m tomegii, R sugaru
, mozgadcsigara m; tomegii terhet fliggesztiink. (Az allocsiga és a fonal tomegétdl eltekintiink, a
m O\ fonalszakaszok mind fiigglegesek, a fonal a csigan nem cstiszik.) {rjuk le a rendszer mozgasat
f és adjuk meg a fonal egyes szakaszait terhel6 eroket! Legyen my = 7 kg, mz = 6 kg, m = 4 kg.
- (a1=2 m/s’ lefelé, a,;=1 m/s® felfelé. Kotélerék: 56 N, 66 N, 54 N )

m.



A gyorsulasok pozitiv iranyanak felvételében tampontot adhat, hogy egyensulyban a
mozgocsiga terhét fele akkora erdvel tarthatjuk meg mint a teher stlya (most az my lefelé
hlzza a rendszert). Nem baj azonban, ha elére nem latjuk a majdani gyorsulas iranyait,
ilyenkor a pozitiv irdnyok felvétele tetszéleges. (Most pl. felfelé vessziik pozitivnak az m;
gyorsulasat). Az alldcsiganak elhanyagolhaté a témege, a szoggyorsitdsdhoz nem kell
forgatonyomaték, ezért a két oldalan a kotéler6k egyenléek (ellentétben a tomeggel
rendelkezé mozgodcsigaval).

6 ismeretlenre (B, A, a, K, L, T,) 6 egyenlet:

K —myg = mqa

myg — T = myA

T+mg—K—L=mA adinamika alapegyenletei a felvett gyorsulasoknak megfeleléen,

(L-K)R=06p a forgd mozgas alapegyenlete a TKP-n atmend tengelyre a
felvett f-nak megfelelGen,
A=Rp
a=A+RpB a kényszerek. (8 = %mRZ).
A megoldas: B = M 9. — M
4mi+sm+my+ R 4mg+sm+my+

m-
52’

Adatainkkal: g =-01%  A=-1 a=-2 Sﬂz; K=56N T=66N L=54N.
A gyorsulasok és a szoggyorsulas negativ eldjele miatt azz altalunk eredetileg felvett iranyokkal ellentétesen!

M 13) Az r sugar(, m tdmegli, tomor hengert a tengelyre kotott fonal segitségével F erével hiizzuk? Mekkora a
gyorsulasa, szoggyorsulasa, ¢és a fellép6 sarlodasi erd?
.a) Nincs sarlédas. (F/m;0;0)

2F 2 F 1

.b) Van surlodas, de tisztan gordal. 3 3 gF]

.C) Legfeljebb mekkora lehet az F hiizoerd, hogy a talajon ne cstisszon meg? (3pomg)
.d) Mi torténik F=4p,mg esetén? ( csuszik, a=3ug; B=2ug/r)

.e) Pontosan szamoljuk ki minden egyes hatd er6 munkajat, és ellendrizziik a munkatételt, mikdzben a tengely s Uton
gordilve elmozdul. Mi a szerepe az energiaatalakulasok soran a strlodasi erének, ha a henger nem csuszik meg?

.a) Nincs surlodasi erd, ezért nincs szoggyorsulas, csupan F er6 gyorsit.

.b) A tiszta gordilés miatt szoggyorsulnia kell, amit hatrafelé mutaté tapadasi surlodasi eré okoz.
3 egyenlet: F — S = ma, Sr =0rkpB, €Sa =rp.

.C) A tapadasi slrlodasi erének van maximuma!
.d) Tudjuk S-et, és nincs a tiszta gordiilésb6l adodo kényszerfeltétel a és S kozott.

.€) A nehézségi és tartoeré munkaja 0, a hiizoer6é Fs. A surlddasi er6 lassit, és forgat, 6sszmunkaja igy —Ss + Si,
ahol i aza az ivhosszusag, melyet a tengelyhez képesti forgdbmozgas soran a talajjal kezdetben érintkez6 pont befut,
mialatt a TKP s tavolsaggal halad elore.
;. - ’ , 1z 1 1 . . . . o P
A mozgasi energia két részbdl all: E,,, = Emv2 +3 Hw?. A munkatétel mindig pontosan teljestil, akar tisztan
gordul, akar csuszik.

Tiszta gordilésnél i = s, igy a tapadasi strlddas 6sszes munkaja 0. A strlédas (igy forgas) nélkili esetben a
huzoeré munkaja a teljesen TKP mozgasi energidjava alakulna. A tiszta gordiilés soran a strlodasi eré ezen TKP-i
mozgasi energia egy részét forgasi energiava alakitja at, de az energiadsszegen (a hizéer6 munkajan) igy nem
véltoztat.



CsUszva gordiléskor i < s (a forgas ,,lemarad” a TKP elmozdulasédhoz képest), igy a huzderé munkajabol a
lassitassal tobbet vesz el a stirlodasi erd munkaja, mint amennyit a forgatassal hozzatesz. igy a hiizéeré munkajanal
kevesebb lesz az dsszenergia. A killonbség disszipalodik (szétszorodik) a kornyezetbe (bels6 energiava alakul).

2 .M14) Legyen R=5 cm, m= 1 kg, = 0,3.
.a) Legfeljebb mekkora vizszintes F erdvel lehet hiizni az m tomegti, R sugara hengert az o
tapadasi surlédasi egyutthatdju talajon, hogy ne csisszon meg? (9 N)
.b) Mekkora a témegkézéppont gyorsulasa a maximalis huzoerd esetén? (12m/s?)
.C) Milyen mddon nyilvanul meg a surlodasi eré hatasa a tomegk6zéppont gyorsitasanal?

.d) A mozgas soran hat6 er6k munkavégzését szamoljuk ki, ellendrizziik a munkatételt a mozgas

egy szakaszan!
.a-b) Vegyiik fel az S surlodasi erét hatrafelé (nem tudjuk, merre fog mutatni). Az egyenletek:
F—S=ma
(F + S)R = OrkpP
a=Rp

, F 2 , 2 . , F 4 1 , isss

Amegoldas:a =—-——5— é S=F|1————) amihengeresettna =—-- és S = —=F. Tehat a surlodasi
m 1+m 1+m m 3 3

er elorefelé mutat, a henger pedig nagyobb gyorsulassal halad, mint ha nem lenne surlddas! A strlodasi eré gyorsitja
TKP-ot, de lassitja a forgast!
A meg nem csuszas feltétele: S < umg.

[Konnyen belathato (lett volna el6szor is), hogy a tapaddsi surlodasi erének elére kell mutatnia: Ha nem lenne
r 17 12 V F , ‘ FR .. , ' .. , . . ;e
surlddas, akkor az F eré okozna argp = ~ gyorsulést és g = - szoggyorsulast. 1gy a talajjal érintkezé pont érint6
TKP

2
iranyu tengelyhez képesti gyorsulasa ag = R = F%: 2% lenne hatrafelé. Ez nagyobb a tdmegkdzépponti
gyorsulasnal, igy a kerék ,,kipérogne”, a talajhoz képest hatrafelé. Ezt akadalyozza meg a tapadasi surlodas.
2
Mivel % > 1 mindig fennall, egyenl6ség pedig csak vékonyfall csé esetén lehetséges, ezért a surlodasi erd

csO esetén nincs, egyébként mindig van és hatrafelé mutat. ]

.15) Vizszintes asztallapon &ll6 m tomegii koronghoz erésitett elhanyagolhaté tomegii
tarcsa kerliletére csavart fonalat vizszintes irdnyban F er6vel huzzuk, mikézben tisztan

gordul. A korong sugara R, a tarcsa sugara r. A fonalat a korong kdzéppontja alatt “’
hizzuk. F

.a) Mekkora gyorsulassal mozog a korong k('jzéppontja?[ a= ;% (1 - 5) ]

R
.b) Mekkora a surlodasi eré? [§ = g(l +2 %) ]

. IR VR . ) g F r
.c) Legalabb mekkora tapadasi surlodasi egyltthatd sziikséges? [uo > Img (1 +2 E) ]

Hatrafelé felvéve a surlodasi er6t: F—S=ma
SR - FT == HTKPﬁ
a=Rp

Mindig S>0 lesz, a strlédas mindig hatrafelé mutat.

.16) Ugyanaz a feladat, méas elrendezésben! F
.a) Mekkora gyorsulassal mozog a korong kézéppontja? [ a = %%(1 + ﬁ) ]
.b) Mi a talaj és a korong kozott fellépd surlddasi erd szerepe a korong
kozéppontjénak gyorsitasanal? [ § = 5(1 -2 %) ]

.C) Mekkora uo surlodasi egyutthat6 szikséges ahhoz, hogy a korong a talajon

]

;s Al L e F r

? L [1=2L

csuszas nelkil gordilhessen? [uo 23 p |1 2 R
.d) Mi torténik 2r=R esetén?



.a) Hatrafelé felvéve a surlodasi erét:

F—S=ma
SR-I—F?’:QTKPﬁ
a=Rp.

Ha az el6z6 feladat egyenletrendszerében ,,r” helyére ,,—1”-t irnank, akkor a mostani feladat egyenletrendszerét
kapnank! Ezért az el6z6 felat megoldasaiban is elvégezve ezt a cserét, a mostani megoldasok adodnak.

.b) A surlodasi er6 mutathat el6re vagy hatra szerint, hogy r/R értéke ¥ alatt vagy felett van. A mostani képlet r=0 és
r=R esetén megadja az M13 és M14 feladat eredményeit.

.d) Barmekkora is lehet a strlodasi egyiitthato, a tiszta gordiilés 1étrején ugy, hogy nincs sziikség surlodasi erére. mert
az F er6 gyorsito és forgato hatasa egyediil tudja ezt biztositani.

17)

.a) Oldjuk meg a feladatot az altalanos esetben, ha a fonal a vizszintessel « sz0get zar be,

és a hlizoer6 nem thl nagy és az ors6 nem csuszik a talajon! (A kicsi tarcsa tomege

elhanyagolhato, a két henegr sugara r és R.) Diszkutaljuk a megoldast « valtoztatasaval.
2F r\. _F r

[a= EZ(COSO‘_E)’ S= 3(cosar+ ZR) ]

.b) Végezziik el egy orsoval a fenti kisérletet. Probalkozzunk kicsi és nagy szégekkel is. Probaljuk a fonalat olyan

iranyba hazni, hogy az ors6 nem gordiiljon az asztalon! Figyeljik meg ez esetben, hogy a fonal iranya hol metszi az
asztal sikjat, majd ez alapjan adjunk magyarazatot arra, miért nem gordul ilyenkor a henger!

.a) Az egyenletek tiszta gordulés esetén:
T + Fsina = mg
Fcosa — S =ma

1
SR —Fr = (EmRz)ﬂ

a=Rg.
A megoldas:
_zr _r S

a=:— (cosa R)
S=5(005a+2£) mg

3 R
T =mg—mg,
feltéve, hogy T = 0, hogy fel ne emelkedjen, és S < T, hogy meg ne csusszon. Ez utobbi két feltétel miatt az F erére
két felsé korlat is adodik: F < =L jlletve F < ——Fe mg. Ez utdbbiak most teljestiinek, mert F nem tal

sina cosa+posina+2

nagy.

A sirlédasi er6 mindig balra, a fonallal ellentrétes oldalra mutat.
o Amig a fonal a szdge olyan kicsi, hogy 1 = cosa > %, addig a henger jobbra, huzésiranyba gordul, a fonal
feltekeredik.
o Ha aolyan nagy, hogy% > cosa = 0, akkor a henger balra, a hizasirannyal ellentétesen gordil, a fonél
letekeredik.

.b) Ha cosa = %, akkor a henger nem gordul és nem gyorsul kicsi F erék esetén. Lassan novelve azonban ezen sz6g
mellett a huizoerd nagysagat, az ors6 gordiilés nélkiil megesuszik. Ezen szog mellett az orsé ,,végigvonszolhatd” az
asztalon anéliil. hogy a fonal fel- vagy letekeredne réla.
Mivel az S és F erdk karjai a TKP-on atmend tengelyre szamitva OP=R és OE=r, sz0guk pedig éppen «, tovabba
fennéll a cosa = % osszefiiggés, ezért az abran OEP szdg éppen derékszog. Igy F hatasvonala éppen a P érintkezési
pontnal dofi az asztalt.

Avagy néz6pontvaltassal: Ha a P ponton atmend, IR-ben all6 (pillanatnyi) forgastengelyt tekintjik, akkor a ra
érvényes XM=0 feltétel adja meg, mikor nem gordiil a henger. Marpedig erre a tengelyre csakis az F er6 adhat



forgatdnyomatékot. Abban az esetben nem ad, ha hatdsvonala atmegy e tengelyen, azaz az abran OPE haromszdgben
cosa = % fennall.

.18) Az abran lathato elrendezésben az m; tomegii henger és az asztal kzott
olyan a tapadasi surlddas, hogy a henger tisztan gordil. A csiga és a kotél témege

elhanyagolhato. O 0
.a) Mekkora a henger és az m;, tomegii test gyorsulasa? M
l

(a,= 2 9, ¢12==—8m2 )

[b) Mekkora a kotél altal kifejtett eré? (K = —mimzd.

8my+3my
.C) Milyen mi/m; tdmegarény esetén nem csuszik meg a henger, ha 1©=0,12, illetve

116=0,27 (Z—: > 2; barmi)

8my+3mq 8my+3my

.a-b) Az egyenletek:

T'=mg

K - S = m1a1

(K +S)R = (3mR?) B

my,g — K =msya,

a, = RpB, hogy a henger alsé pontja ne gyorsuljon a talajhoz képest,

a, = a; + RB, hogy a henger felsé pontja a kotél gyorsulasaval
mozogjon.

O 0O 0O O O O

—mimypg

.c) Az egyenletrendszerb6l S = , (a strlddasi eré elére mutat!) A meg nem csuszas feltétele igy

8my,+3mq
1

mimzg mq

< hil =L > Ho 4
sm,+3m, — Ho™1J amibdl 2 52 feltétel.

M19) Az  hajlasszogii sUrlodasos lejtén cstiszas nélkiil gordiil le R sugard,
m tomegli korong, abroncs és golyo.
.a) Melyik ér le el6bb? (golyd)
.b) Melyik ér le a legnagyobb sebességgel? (golyd)
.C) Melyik cstszik meg eldszor, ha a lejté hajlasszogét novelni kezdjiik?
(abroncs)
o .d) Legyen uo =0,6. Adjunk meg olyan hajlasszdget, amelynél a golyé és a
koronk koziil az egyik megcsuszik, a masik nem. (60,9° és 64,5° kozott)

A) A fenti kérdésekre valaszoljunk ugy, hog a mozgas egyenletrendszerébdl meghatarozzuk a gyorsulast és a
surlodasi er6t!
.B) Adjunk vdlaszt a fenti .a-c) kérdésekre csupan az energiakat és a munkéakat szamolva is!

A) A lejton a nehézségi erét komponensekre bontjuk és a szokasos egyenleteket irjuk fel (mozgasegy.
komponensenkeént, forgd m. alapegyenlete, kényszer a tiszta gordiilés miatt).
6

1 . mRZ .
a= 7 gsina, S = s—mgsina.
* Rz T
A harom test kdzott a kilonbség a miz tagban van. Ertéke rendre %, 1, és 2/5.

.a) A legnagyobb gyorsulasu ér le a legkisebb idd alatt.

.b) A megtett utak azonosak, igy az atlagsebesség az id6vel forditottan aranyos. A végsebesség az atlagsebesseg
duplaja.

.c) A legkisebb gyorsulasura hat a legnagyobb sturlodasi erd, de az 6sszenyom6 erdk egyenlok, igy ez cstiszik meg a
legeldbb.

6

.d) A megcsUszasi hatarszogek a tiszta gordiilés (Smax=romgcosa) feltételébdl szamithatok: —22—mg - tga < u,.

mR2



.B) Cslszasi surlddas nincs, a mechanikai energia megmarad (a tapadasi surlédas pozitiv és negativ munkat is végez,
de dsszegiik 0). Ugyanaz a helyzeti energia alakul mozgési és forgasi energiava a lejté aljara érve.
Az 6sszes mozgasi energia mindkét testnél ugyanaz, és két tag 6sszege: E,, = %mv2 + %6@2, de a tagok kozott a

0
mR?

gordulés miatt a v = Rw 0sszefliggése pontosan rogziti az 1 : aranyt.

.b) Az ér el a legnagyobb sebesseget, amelyiknél ez az arany a legnagyobb.

.2) De igy az atlagsebessége is legnagyobb, az ideje pedig a legkisebb.

.C) Legkisebb id6 alatt ugyanazt a tavolsagot a legnagyobb gyorsulassal, tehat a legkisebb surlodasi erével lehet elérni,
tehat ez cslszik meg a legnagyobb szognél.

.20) Lejtdsen allitott két parhuzamos sin kozé tengellyel ellatott
korongot helyeziink. A tengely a surlddasos sineken csiszas nélkdl \
gordul. A korong sugara R, tdmege m. A tengely sugara r, tdmege a

korong témegéhez képest elhanyagolhatd.
2
.a) Mekkora a korong gyorsulésa? (2r2r+ — gsina) \\/ \
.b) A tengely és a sinek kdzott a nyugalmi sarlddasi egyutthatd uo. )
Mekkora lehet a lejté hajlasszoge, hogy a korong még cstiszas nélkiil

gorduljon? [ tga < p, (1+25) ]

.€) R = kr esetén mekkora lenti sebességet ér el a h magassagbol kezddsebesség nélkiil induld korong? (2 ko )

2+k2
.a-b) T + Fsina = mgsina — S = ma
1
Sr = (EmRz)ﬁ
a=rpf.
A megoldas:
1 50

a = ——gsina és S = 2 omgsina

145(7) 1+5(7)

.c) Folytatva az eddigi eredményeknél: a lejtd hossza I=h/sine, a rajta toltétt id6 1=1/2at?-bol szamithatd, majd v=at.

Avagy energiakkal egyszeriibben: az mgh helyzeti energia E,,, = %mvz + %90}2 mozgasiva alakul, de fennall az v =

rw kényszer.

.21) Lejtésen allitott parhuzamos sinek kozé golyot helyeziink, melynek 4tmérdje
nagyobb, mint a sinek egymastél valé d tavolsaga. A golyé a sineken csszés nélkil \
gordul.
.a) Mekkora a goly6 gyorsulasa és az érintkezési pontokban hat6 surlodasi erék?

20R*-5d%* . 4R? , .

[a= 2eri_sqz 95ina, S = ooz Mgsina pontonként |

28—5(%)2
aJa-(3)
.C) A sik lejtdn leguruld golyo esetét a fenti feladatbol d=0 specialis esetben megkapjuk. Ezért vegyuk a fenti feladat
eredmenyeit d=0-ra. Ezutan oldjuk meg a sikon le gérdiilé golyd mozgasanak egyenletrendszerét, és ellendrizziik,
hogy ugyanazon eredmények jottek-e ki! (igen)

.b) Mi a tiszta gordulés feltétele? | tga < u,

.2) A Kkét érintkezési pontban hatdé T nyomoer6 a kozéppont felé mutat. A sinek sikjara meréleges komponenseik T1, a
sinek sikjaban fekvé komponenseik pedig To. A T erdk hatasa egymast lerontja, mig a Ty erék egylitt az mgcose erot
egyensulyozzdk. Az érintkezési pontokban hatnak még az egyenként S nagysagt tapadasi strlodasi erdk is, melyek
ellentétesek a nehézségi er6 mgsina komponensével és megforgatjak a testet a TKP-n atmend, a sinek sikjaval
parhuzamos, a sinekre merdleges egyenes kortil.



Az S erdk karjar = \/R? — (d/2)? (a TKP tavolséaga a sinek sikjatol). Az abra szerinti két derékszogli haromszdg
hasonlo.
Az egyenletek:
2T, = mgcosa
mgsina — 25 = ma

28T = @mRZ) I

a=rp. mgcoso.

A megoldas:

= DRSE poina és = *® __mgsina pontonként

= 2sr?—saz9 = 28r?—sa2 "9 P ’
T, = mgcosa/2, amibdl a hasonlo haromszdgek miatt a teljes r R T

Lo , mgcosa R T
nyomoerd pontonként T = -
di2

.b) A meg nem cslszas szokéasos S < u,T feltételébodl adodik a felsé
korlat tgcx -ra.

.c) Mindkét gondolatmenettel a gyorsulas a = ggsina, a teljes surlodasi eré S = %mgsina. A megcsiszas tga =

%#o esetén kovetkezik be.

.22) R sugard, henger alaku valyban az o = 60°-os helyzetbél elindul egy r
=R/4 sugaru tdmor henger, és csuszas nélkil gordil.

.2) Mekkora lesz stlypontjanak sebessége a valyu aljaban? (\/gr/2)

.b) Mekkora erével nyomja a valyt alul? (5/3mg)

.a) A tiszta gordiilés miatt nincs disszipativ csuszési surlodas, igy a mechanikia energia megmarad.
A mozgasi energia két részbol all, de koztiik a tiszta gordiilés miatt vrkp=r @ all fenn (mert a k6z06s érintkezési pont a
valyuhoz képest nem mozog).

.b) A TKP sebességébdl és kormozgasanak sugarabol szamithato a sziikséges centripetalis erd, melyet a tarto- €s a
nehézségi erd egyiitt biztosit.

.23) Ruddal ésszekapesolt két gorgd gordiil le a lejtén, amely 45°-0s szoget alkot
a vizszintessel. A gorgdk tomege ¢és sugara azonos. A gorgdkeretek, valamint a rad
tdmegét figyelmen kivul hagyhatjuk.Az els6 gorgd tomor henger, a masodik Ures
(vékony falt cs6). Legalabb mekkora legyen a tapado surlodasi egyiitthatoé ahhoz,
hogy a gorgdk csuszas nélkiil gordiiljenek? (min. 0,04)

Egyediil a henger mas (nagyobb) gyorsulassal gordiilne le mint a csd, ezért a
radban( huzd)erd ébred.
Az egyenletek (T, S1, So, K, a, f) a szokasosak, kiegészitve a rudban ébredd K hiizoerdvel:
T = mgcosa
mgsina — K —S; = ma
mgsina + K — S, = ma
1
SiR = (E mRZ) B
SR = (mR?)p8
a =Rp.

A megoldas: a= %gsina S = %mgsina S, = %mgsina K = %mgsina

: a4
A tiszta gordiilés feltételébdl a (a nagyobb surlodasi erét igényld) abroncsnal ~gsina < p,cosa.



M 24) Egy R sugaru, m tomegii tekegolyot Vo kezddsebességgel tigy 16knek el, hogy nem hozzak forgasba. A goly6 a
palyan cstszva indul, amelyen u a csUszasi surlodasi egyiitthatd. Az induldstol mekkora tavolsagban kezd a goly6
e 2 1203
n _— 2 - 0
tisztan gordulni? © zm R (s —4%9)

A talajon a golyo érintkezési pontja elére csuszik, igy hatrafelé mutatd S=pmg csuszasi stirlédasi erd ébred,

ami a golyot lassitja (a=S/m=.Q) és a sz6gsebességét noveli ([3 = % = g%g).
A sebesség és a szOgsebesség id6fiiggése ismert: v(t) = v, — at ill. w(t) = Bt.
A tiszta gordilés akkor kezdédik, amikor v(t) = Rw(t). Ebbél t = %Z—;

Az eddig megtett Ut és a kialakult sebesség is szamolhatd.

.25) Tengely kortiil forgathato korongot (pl. kerékpar elsé kerekét) tengelye koriil wo
o sebességgel forgasba hozunk. A tengelyét vizszintes helyzetben tartjuk gy, hogy a kerék a
® talajt nem érinti. Ezutan a korongot 6vatosan vizszintes talajra engedjik. (A talajtéréskor a
tengelyt elengedjiik.) A korong a talajon kezdetben cstiszva, kés6bb tisztan gordul.
.a) Magyarazzuk meg mi médon jut a témegkozéppont haladé sebességhez?
.b) Mekkora v sebességet ér (érhet) el a tomegkdzéppont? (Rwo/3)
.c) Mi a szerepe az energiaatalakulasok soran a (csuszasi) surlodasi erének?

.2) Elérefelé mutatd cstszasi surlodasi erd ébred, ami gyorsitja.

.b) A gyorsuldsa a=S/m=.4g, a sz6glassulasa g = %R =2 ’;79, tiszta gordilés pedig v(t) = Rw(t) esetén lesz.

Rw,
3ug

Rw,
3

(Rwy)?
18ug

Ebbél az id6:t = . EKkor a sebesség és a szogsebesség: v = ésw = % az eddig megtett Ut pedig s =
.c) A csuszasi surlddasi erd gyorsit, mikozben szoglassit. EIobbi miatt pozitiv, utobbi miatt negativ munkat végez, igy
csokkenti a TKP-i mozgasi energiat, de ndveli a forgasi energiat. Csakhogy! A két munka nem egyenl6 nagysagu, igy
az 6sszmunka negativ, azaz csokken a mozgasi energia, a cstszasi surlodas energiat ,,disszipal”.

Ws = Ss = S(RA@) =..= —m(Rw,)? — =m(Rw,)? = —=m(Raw,)?.

Ev valdban, a mozgasi energia is ennyit csokkent: AE,, = (%mvz + %Ha)z) — %9%2 == —%m(Rwo)z.

.26) R sugard m tomegi abroncsot (,,hullahopp-karikat”) fliggbleges sikban, a talaj folott, v
kdzéppontja korll wo szogsebességgel ,,visszafelé” megforgatva ugy dobunk el, hogy P{}
kdzéppontjanak sebessége az eldobas irdnyaban vo.

.a) Mi torténik?

.b) Mennyi id6 mulva lesz tiszta gordiilés? ((Vo+rRw@o)/(2u1g) )
.C) Mekkora wo-val érhetd el, hogy az abroncs a talajt érés utani mozgasa soran visszaforduljon (visszafelé haladjon)?
(0> Vo/R )

.d) Mekkora wo esetén fog az eldobassal megegyezé nagysdagu sebességgel visszatérni az eldobohoz? A
visszaérkezéshez képest elobb vagy utobb kezdddik a tiszta gordiilés? (o= 3Vo/R, pont akkor)

.e) Vizsgéljuk az energiavaltozasokat és a tiszta gordulés kialakulasaig!

.a) A karikara hatrafelé hato surlodasi erd hat, mely csokkenti a sebességét, mikozben a visszafelé-forgas
szogsebességét is. Egy id6 malva a karika tisztan gordiilni kezd. A gordiilés iranya az eredeti sebességgel ellentétes
iranyu is lehet.



.b) Jeldljenek v, és ax poziv szamokat, a megfelelé vektorok és skalarok eldjelét

az abra szerint vesszik pozitivnak. - £
A csuszasi surlodasi erd lassit és perdit: a=-ug, f = %g,. S
v,
v(t) = v, —ugtill. w(t) = —w, + %‘qt id6tol fiiggenek. :_, 0
A tiszta gordulés pillanataban v(t) = Rw(t),
ebbsl t = 28%% g5 y(p) = Le=R
2
S
Cv() <0
(wo+v(t))

d) v(t) = —v, legyen. A tiszta gordiilésig megtett elmozdulas: As = t.

2

.6) A mozgasi energia két tagbol all: %mvmpz + %9(»2.

Amig a v(t) és at) ellentétes elbjelil, addig a surldddsi erd mindkét tagot csokkenti (lassit és a forgast is mérsékli), az
elvett mechanikai energia az asztal és a test melegedését okozza, a kdrnyezetbe tavozik. Ez egészen addig tart, amig
v vagy o egyike 0-va nem valik. Ekkor a mozgasi energiadsszeg ennek megfeleld tagja 0 lesz.

Ezutan ez az energiatag ismét noni kezd, hiszen a 0-ra csokkené mennyiség abszolutértéke az el6jelvaltas utan néni
fog. Most a surlodés pozitiv és negativ munkat is végez, de 6sszegik negativ (a csliszas miatt még mindig fogy az
energia). Az egyik energiatag nd, de a masik annal tobbel csokken.

A tiszta gordiilés beallta utdn megsziinik az energiacsokkenés, egyik energiatag sem valtozik, a surlédasi eré nem
semmi munkat.

.|V|27) Az m tomegii L = 0,5 m hosszi egyenletes keresztmetszetii rudat, amely

vizszintes tengely koril forgathat6, az abran lathaté médon fonallal vizszintes e
helyzetben rogzitjik, majd a fonalat elégetjik. L

.a) Elégetés utdn mekkora a rud végének gyorsulasa? (3g/2) "ff“

.b) Elégetés utan mekkora erével nyomja a tengelyt a bal vég? (mg/4)

.C) Mekkora a tengelyt nyomo er6, amikor a rud o szoget zar be a vizszintessel? ,/

(C = %mg\/1005in2a + cosza)
.d) A rud mely helyzetében lesz a csukloerd 2mg nagysagu? (52,9°%)
.) Mekkora a rad végpontjanak sebessége, amikor a rud az egyensulyi helyzeten athalad? (3,87 m/s)

.a-b) A radra a nehézségi er6 és a csukloerd hat fiiggélegesen (mert vizszintesen A

>F=0, hiszen arkp=0).

mg — C =ma l '
L (m

my = (3m12) 8

a — RB = 0, mert a bal vég nem gyorsul. A megoldas: a=3/4mg, S=3/2g/L, C=mg/4.

A jobb vég gyorsulésa: a + % B, nagyobb lesz mint g! A C er6 ugrasszeriien csdkken a fonal elégetésekor.

.c-d) Az energiamegmaradasbol megtudhatjuk a szdgsebességet az o szognél,
mivel a helyzeti energia csuklon atmend tengely koriili forgasi energiava valik:

3 . [ , +/3gLsina L . L y-
w= /Tgsma, amib6l a TKP sebessége: v = % , ebbdl a centripetélis

, 3 .
gyorsulas: a., = S gsina.

A csuklon atmend tengelyre felirt forgomozgas alapegyenletébdl mg % cosa =

G mLZ) B adddik a széggyorsulas: B = gchosa ,amib6l a TKP érint6 iranyu gyorsuldsa: a, = %gcosa.
Ezutan a dinamika alapegyenletei adjak meg a csukloeré komponenseit:

. o 5 .
Cy, — mgsina = may, amibdl C,, = Smgsina, illetve....



. 1
mgcosa — C, = may, amibdl C, = L mgcosa.

Ezeket Pitagorasz-tétellel dsszerakva: C = imgx/lOOsinza + cos?a.

.e) Az fentiekben az energiamegmaradasbol adodott a szogsebesség, abbdl pedig a TKP sebessége, ami a fiiggbleges

helyzetben v = —V32‘9L , aminek a duplaja a vég sebessége.
3m .28) Surlodasmentes talajon 80 cm hosszu pélca all labilis egyensilyi helyzetben. Az
. elhanyagolhat6 tomegi palca als6 végéhez m, a felsé végéhez 3m tdmegii pontszeri test van
erdsitve. Amikor a palca eld6l, alja elcsuszik, de kdzben az alsé test nem emelkedik fel az
asztalrol.

.a) Milyen tavol van kezdeti helyzetétdl az m tomegii test, amikor a 3m tomegi test a talajba
utkozik? (60 cm)

.b) Mekkora és milyen iranyl sebességgel litkozik a talajba a 3m tomegii test, és mennyi ekkor az
m tomegl test sebessége? (4 m/s, 0 m/s)

@

Vizszintes iranyba nem hat (strlodasi) erd, igy a rendszer TKP-ja vizszintesen nem mozdul,
csakis a fliggbleges egyenes mentén halad lefelé. Mivel a talajra éréskor a TKP-nek nincs
vizszintes sebessége és a rud is vizszintes, tovabba a rddon a TKP helye fix, ezért egyik tomegnek sem lehet az
asztalon vizszintes sebessége.
fgy a leérkezéskor a kis tomeg 0 sebességii, a nagynak a sebessége pedig fiiggdleges.

A hato er6k konzervativak, a mechanikai energia megmarad, a helyzeti energia 3mgl csokkenése megegyezik

N Ve - -7 - 7 s 1 2
az Bsszes mozgasi energidval, amit csupan a nagy témeg hordoz - (3m)v?.

.29) Egy 15 cm hosszi ceruzat hegyével az asztalra tamasztva fiiggélegesen tartunk, majd elengediink. Ddlés kdzben
az also vége nem cslszik meg. A ceruza végpontjan athalado, hosszara mer6leges tengelyre vonatkozo tehetetlenségi
nyomaték % ml2,

.a) Mekkora sebességgel csapddik az asztalra a ceruza masik vége? (2,12 m/s)

.b) Az allé ceruza mely pontja az, amely akkora sebességgel csapddik az asztalhoz, mintha a kezdeti magassagbél
szabadon esett volna? (az allo ceruza felsé6 harmadolopontja)

.C) Hogyan diil el a gyarkémény, melyet (gy dontenek el, hogy egyik oldalan alul robbantast vegeznek? Keressiunk
ilyen videokat a NET-en! Magyarazzuk meg a latottakat! (délés kozben altalaban eltorik)

.2) A helyzeti energia forgasiva alakul, tengely az asztalon. w = E lesz.

.b) Ha a keresett pont eredetileg x magassagban volt, akkor onnan ,/2gx sebességgel esne le. A raddal egyditt utazva
pedig X sebességgel. Ezek egyenlok.

.c) A kémény fels6 harmadanak téglai g-nél nagyobb gyorsulassal mozognak a délés egyes szakaszaban, ehhez
azonban az alattuk 1év6 habarcsrétegnek kell ket gyorsitani. Sot a felettiik 1évé habarcsréteggel nekik kell gyorsitani
a fels6 szomszédjukat. A habarcsrétegeknél a nagy erdk hatasara elvalnak a téglak, a kémény dolése kdzben a felso
részen eltorhet, a letort felsd rész lemarad.

e  https://www.youtube.com/watch?v=t_I9PdgSTds (izgalmas)

e  https://www.youtube.com/watch?v=MQ7fuywnUsM (jd, szép, magyar kémény)

e  https://www.youtube.com/watch?v=ubgXwdIdR9w (magyar kémény)

e  https://www.youtube.com/watch?v=XQzhSBDIkRg#:~:text=URL %3 A%20https%3A%2F%2Fwww,100

(tudomanyos magyarazat, levezetéssel, angol nyelven)

e  https://www.youtube.com/shorts/B3WVAgMSHFI?feature=share (révid)

e https://www.youtube.com/watch?v=X9KUMDbOsio0 (szép, de elétte reklam)

e  https://youtu.be/jlOryk39H4Aw (elétte reklam)

e https://www.youtube.com/watch?v=jl0ryk39H4w (7 perc, rengeteg kémény)

30) Egy 15 cm hosszl ceruzat hegyével az asztalra tamasztva fiiggélegesen tartunk, majd elengediink. Az asztalon
nincs sarlddas igy az alsé vég megcesuszik, de fel nem emelkedik.


https://www.youtube.com/watch?v=t_I9PdgSTds
https://www.youtube.com/watch?v=MQ7fuywnUsM
https://www.youtube.com/watch?v=ubgXwdIdR9w
https://www.youtube.com/watch?v=XQzhSBDlkRg#:~:text=URL%3A%20https%3A%2F%2Fwww,100
https://www.youtube.com/shorts/B3WVAgMSHFI?feature=share
https://www.youtube.com/watch?v=X9KUMb0sio0
https://youtu.be/jI0ryk39H4w
https://www.youtube.com/watch?v=jI0ryk39H4w

.a) Mekkora sebességgel csapodik a ceruza felsé vége az asztalhoz? (2,12 m/s)

.b) *Indokoljuk, hogy az asztalr6l nem emelkedik fel a megcsisz6 vég! (Nehéz feladat!)

.C) Mekkora lesz az asztalon 1év6 vég gyorsulasa a becsapddaskor? (3/2g a masik vég iranyaba)
.d) Lesz-e olyan helyzet, amikor az asztalon 1évé vég gyorsulasa 0? (igen, a=37,8°-nal)

.a) Surlodas nincs, a TKP vizszintesen nem mozog, igy fiiggélegesen helyben marad. gy becsapddaskor mindkét
végnek csak fiiggdleges sebessége lehet (a vizszintes sebességek a riad merevsége miatt csak egyenlék lehetnének, de
ez akkor a TKP-nek is ez lenne a vizszintes sebessége).
s .- - . . L o 1 1 l
A becsapddaskori 6sszes mozgési energia a helyzeti energia csokkenésébdl szarmazik: EmvTKPZ +3 fw? =mg e

A benne 1év0 két ismeretlen kdzotti kényszer, hogy a bal vég fliggdleges sebessége 0: vrgp — éa) = 0.

A megoldas . w = 3Tg és v = ,/3gl mint az el6z6 példaban. (Nem meglepetés, hiszen a bal vég 0 sebessége miatt

ezt rogzitett tengelynek is tekinthetjiik a becsapodas pillanatdban, ahogy az €l6z6 feladatban, és az 6sszes mozgasi
energia is ugyanaz.)

.b) Az a szoggel megdilt radra két erd hat: K és mg, amig a bal vég
az asztalon van. Kiszamoljuk a K er6 értékét, és addig marad a rad
az asztalon, amig K értéke nemnegativ.

Két egyenlet konnyen felirhato (K, arxe, B ismeretlenekre):
K —mg = margp a dinamika alapegyenlete és..

1)

Késina = (%mlz) B aforgd mozgas alapegyenlete a TKP-i
tengelyre. 2

A harmadik egyenlet azt a kényszert fogja kifejezni, hogy
az asztalon 1évo bal végnek nincsen fliggdleges gyorsulasa.

Tekintstk a bal vég (IR-beli, asztalhoz képesti) gyorsulasat:

Ayeg(ir) = Auag(Tkp) T AKpP(IR) = (aé(TKP) + C_icp(TKP))mTKP(IR)-
A vegnek a TKP-hez képesti gyorsulasa a valtozé forgdbmozgas miatt van érint6 irdnyl agrgxpy = é B és rudiranyd
cprxp) CeNtripetalis komponensre bontva.
Igy a kényszerfeltétel: é Bsina + agycosa — argp =0 (3)
Ebben azonban ismeretlenként megjelent a centripetalis gyorsulas. Ennek értékét a TKP korili forgdmozgas o
sziigsebességébdl kapjuk: a., = éwzm()don.

Meg kell tehat hatarozni a sz6gsebességet. Az energiamegmaradas segit, azzal a kényszerrel kiegészitve, hogy
a bal vég sebessége fiiggblegesen 0: %mvn{pz + %90)2 =mg (é - écosa), és a kényszer: vrgp — %a) =0.

1-cosa

1+3sin2a’
megoldhato lesz az (1)-(3) egyenletrendszer. Hosszas szamolasok utan:

Ebbél & szamolhatd, és ezzel Acp = 6 Ezt beirva a (3)-as ,,kényszer’egyenletbe, mar

1+3(cosa—1)? 1+3(cosa—1)2 g = 6gsina 1+3(cosa—1)?

argp = 9|1 —

K =mg =
P2 )2 2 2 )2
(1+43sin?a) (1+35in2a) l (1+43sin?a)

Lathato, hogy K értéke minden szdgre pozitiv, tehat az asztaltol nem emelkedik fel az eldiilé rad bal vége.
(Erdemes a=0° és a=90° esetére kiszamolni K és arxp értékeit, hogy lassuk, visszadja a képlet a korabban megismert
K=mg és ¥ mg illetve a= 0 és % g ertékeit.)

.C) Az asztalon 1év6 végnek csak vizszintes gyorsulasa van, mnégpedig az abra szerint (a balra mutaté iranyt

itivnak valasztva): - l ) — 3gsi 9 cosa+3sin’acosa—8 Ez kezdeth
pozitivnak valasztva): : a,,s, = Eﬂcosa — agpsina = -+ = 3gSina (L13sin?a)? . Ez kezdetben

(=0°) 0, becsapodaskor («=90°) pedig -3/2g.

.d) A bal vég vizszintes gyorsulésa lehet-e 0 a kezd6helyzettdl eltekintve? A fenti nagy tort nevezdje mindig pozitiv,
tehat van-e a szamlaléjanak zérushelye?



A szamlalé a=0° esetén 1, a=90° esetén pedig -8, s mivel a-nak folytonos fiiggvénye, ezért valahol a 0 értéket is
felveszi. Val6jaban a tort szamlaloja atalakithaté ,,cosa” harmadfoku polinomjava és okosabb szamol6gép megadja a
gyokét. a=37,8"

.|V|31) Egy a x a oldalélii h magassadgu m tomegii homogén téglatestet az asztallal parhuzamosan, a felsé él
kdzéppontjaban F erével huzzuk.

Ne legyen surlodas és legyen h=2a!

.a) Miért nem borul fel a kocka, ha a kicsi F er6 hatasara, annak ellenére sem, hogy a kocka kdzéppontjara
vonatkozoan van forgatonyomatéka a kicsi F erének is? (?)

.b) Felburul-e a kocka, ha F=mg/3? (nem)

.C) Mi a hiba az alabbi gondolatmenetben? ,,A felburulas hatarhelyzetében a T er6 a tégla jobb also sarkanal hat. Ide
valasztva a tengelyt, a hatarhelyzetei F’ er6 forgatonyomatéka F’h, amit az mg er6 mga/2 forgatdnyomatéka
kompenzal (T-nek most nincs forgatonyomatéka). Igy F' = === = =% a felboritd er8. Mivel a mostatni F=mg/3 eré

2h
ennél nagyobb, a kocka felborul a cstszas kozben!” (?)
Legyen most surlédas és u=r,=0, 3!

.d) Mekkora lehet a test alakjat jellemz6 h/a arany, hogy a test felboruljon még azel6tt, miel6tt megestiszna?(min. 5/3)
.e) Szeretnénk, ha kocka alaku test esetén az megcsuszna, de csuszas kdzben nem borulna fel. Mekkora F huzoerét
alkalmazhatunk? (0,3mg és 0,7mg kdzott)

.f) Szeretnénk, ha h/a=2 alaku test esetén az megcsiszna, de cslszas kdzben nem borulna fel. Mekkora F htizber6t
alkalmazhatunk? (lehetetlen)

.a) Az also tartoer6 fellileti eredok ereddje. Ha nem huzzuk a kockat, akkor a
taroerd a feliileten egyenletesen oszlik el (mindentitt ugyanakora nyomast =S
létesitve). F huzoerd hatasara az eloszlasa nem lesz egyenletes, igy az eredd F

taroerd hatasvonal az dbra szerint kozéprdl kimozdul a tégla jobb oldala felé, .
ezzel olyan forgatonyomatékot hoz l1étre, mely egyensulyt tud tatani az F erd 0l me !
forgatonyomatékaval. T hatasvonala maximum a tégla jobb salsé sarkaig tud 1 A

elmozdulni.
Mindekozben a tégla gyorsul az F erd iranyaba és T=mg, mert fiiggdleges

T=mg

gyorsulas nincs. a, |

roz , , . . h TPy ,

.b) A htzberé forgatonyomatéka a TKP-n atmend tengelyre F > ezt kell kompenzalnia a T=mg er6
h

F_

forgatonyomatékanak, tehat a hatasvonalanak jobbratolodasa x = 2 = o= % < % ezert a hatdsvonal még nem ért el

_2
T
a tégla jobb sarkahoz, nem borul fel.

.C) A hiba az, hogy a felborulas feltétele most nem az, hogy a jobb als6 sarkon atmend tengelyre szamitott
forgatonyomatékék eldjeles osszege 0 legyen! Ez akkor lenne igaz, ha érvényes lenne a forgdémozgas alapenyenlete
erre a tengelyre (ekkor =0 miatt 2M=0 kovetkezne). De ez most nem érvényes, ugyanis ez a tengely
inerciarendszerben gyorsul!

.d) Hogy meg ne csasszon, F < 0,3mg kell. (S=F, mikdzben S < umg) F)
De kdzben boruljon fel: Fh = mg % (Ez adddik, akar TKP_n , akar a jobb also

sarkon atmend tengelyt is valasztjuk, hiszen most egyik tengely sem gyorsul IR-

ben!) | ME
Igy h/a>5/3 adodik. (a magassag az alapélnek legalabb 2,67-szerese legyen!) T=mg

.€) Most gyorsulva csuszik, tehat a sarlodasi er6 S=umg és csakis a TKP_n dtmend o £
tengelyt hasznalhatjuk az forgasi egyensuly felirasakor.



A cslszéshoz F > 0,3mg, mig a forgési egyensulyhoz F % + umg% <mg % azaz a kockdra F < 0,7mg.

.f) A gondolatmenet ugyanaz, csak a forgasi egensulybdl F < 0,2mg adddik, ami ellentmont a megcsiszashoz
szilkséges F > 0,3mg feltételnek.

.32) Kénnyen gordiilé M = 5 kg tomegii kocsin m = 10 kg tomegii r = 0,2 m sugar( F
korong. A korong peremére vékony fonalat csévéltiink.
.a) Mekkora gyorsuldssal mozog a korong és a kocsi, ha a fonalat allandd, vizszintes F
=100 N erdvel huzzuk és a kocsi, valamint a korong kozott a strlodasi egyiitthatd u =
0,1? (11 m/s? és 2 m/s%) M
.b) Mekkora a két test mozgasi energiaja 2 m hosszd fonal letekeredése utan? O O
Ll Al A Al P8P AP A 4 2777,

(Ekocsi = 2,222 \]; Ekorong = 314,4 \])
.c) Legfeljebb mekkora lehet a henger (kdzéppontjanak) a kocsihoz képesti relativ gyorsulasa anélkil, hogy a henger
megcstszna a kocsin? (8 m/s?)

.a) Tételezzuk fel, hogy nem csuszik a korong a kocsin.

F+S=ma
-S=MA £ F

1 2
Fr—Srz(Emr )[3 — > a
a—rB = A (akorong nem csuszik a kocsin)
A megoldasbol: § = —M_F =20 N, mikozben a maximalis tapadasi S

3M+m

surlodasi er6 umg = 10 N lehetne. Sajnos megcsuszik! 3 v
Ekkor az 4. egyenletet eldobjuk, helyette viszont az S = umg egyenlet O &)
keriil, az egyenletrendszer négy egyszerii egyenletre esik szét. FIPIIITIDIIIII PP 227
a=11 m/s? A=-2 m/s? =90 1/s%. (a kocsi balra gyorsul) csak a vizszintes erok

.b) A letekeredé fonal 2m = %ﬁtz, a kocsi energiaja %M(At)z, a korongé: %m(at)2 + % Gmrz) (Bt)2.

4

.c) A meg nem cstszas egyenletrendszerébdl kiszamolandd a és A, majd a=a— A = T

F. Majd a meg nem
csuszas esetén lehetséges legnagyobb huzoerd értékét (50 N) kell F helyére irni.

.33) Egy R = 10 cm sugard, m = 0,06 kg tomegii tomor korong a kdzéppontjan atmend
¢s a korong sikjara merdleges vizszintes tengely koriil stirloddsmentesen foroghat. A
korong keruletére két atellenes pontban egy-egy pontszerii testet erdsitettiink, amelyek m,

m
tdmege 0,02 kg, ill. 0,03 kg. Az abra szerinti helyzetben a rendszert magara hagyjuk. A v 1
surlédas elhanyagolhato!

.a) Mekkora a korong széggyorsulasa az elindulés pillanataban? (12,5 1/s%)
.b) Mekkora a pontszerii testeknek a mozgas soran elért legnagyobb sebessége? (0,5 m/s)

.a) A szdggyorsulast a forgatomyomaték okozza az egylittes tehetetlenségi nyomatéku rendszernek.
.b) A sebesség legnagyobb, ha nagyobb tdmeg legalul van. A helyzeti energia csokkenése forgasi energiava alakul.

.34) Adott a negyedkorivbél allo lejtd. R =1m, a =60 °, 5 =30 °. Egy kis ~F
abroncs csuszas nélkiil gordiil le a bal oldali végér6l. Milyen X magassagig %’i/\q. \
emelkedik a lejt6 elhagyasa utan? (4,58 cm) o S jl\\
\
A

A helyzeti energia csokkenése mozgasi energiava valik (pici az abroncs!) E,,, = i
mgr(\/3-1) \ i 5

2
Ennek pontosan a fele a TKP mozgasi energidja, (mert az abroncs tiszta
mgr(v/3-1)

gordulésekor vrgp = Rw és 0 = mR?): Eqyp = "



Az elvalas utan a forgasi energia alland6 marad, de a TKP sebességének fliggéleges komponense a legmagasabb
ponton eltiinik.

Mivel az elrugaszkodas szoge 30°, ezért a fliggbleges sebesség a teljes sebessségenek fele, igy az elvesz6 mozgasi
energia (ami helyzetivé valik) az elrugaszkodasi E;xp energianak a negyede lesz.

.35) A 30 °-o0s hajlasszogii lejtén 1év6 0,6 m sugard, 4 kg tomegii
abroncsra a lejtével valo érintkezési ponttal atellenben 4 kg tomegii
testet erdsitiink. Az abroncsot elengedjiik, és az cstiszas nélkiil
legorddil.

.a) Mekkora a helyzeti energia csokkenése fél fordulat alatt? (117,0 J)
.b) Mennyi ekkor az abroncsra erdsitett testnek, és mennyi az abroncs
tdmegkdzéppontjanak a sebessége? (0 ill. 5,41 m/s)

.a) Az abroncs kdzéppontja 2Rrsin «= %”-vel, a kis tomeg pedig %” +

2Rcos30°-kal keriil alacsonyabbra.
.b) A tiszta gordilés miatt a tapadasi surlédas nem csokkenti a mechanikai energiat (6sszmunkéja 0). Tovabba a kis
test sebessége 0 (a lejtéhoz képest nem mozog).

, . ., .- 1 1 A
A mozgasi energia igy csak az abroncs energidja: EvaPZ + ;9abrw2 ,mikozben v = Rw.

.36) 50 kg tomegii, 50 cm sugar( korong szogsebessége 10 s™. Mekkora sugarirany(
erével kell a féktuskot a kerékhez szoritani, hogy 20 masodperc alatt lefékezziik azt, ha a
féktusko és a korong pereme kozott a strlddasi egyutthatd 0,5? (12,5 N)

AOw)

A surlodasi er6 forgatonyomatéka a fékezés soran csokkenti a perddiletet: SR.

.37) Egy 2 kg tomegii, 20 cm sugard tomor henger 120 i szogsebességgel forog a tengelye koriil, © =% mr2,

.a) Legalabb mekkora, a palastra hato, allandé erdvel tudjuk a hengert 2 s alatt megallitani? (12 N)
.b) Mekkora a henger a palast egy pontjanak gyorsulésa a henger megallasa elétt 0,1 s-mal? (13,99 m/s?)
.c) Mekkora munkavégzeés szlikséges a henger megallitasahoz? (-288 J)

. . . . . . AN L . e,
.2) Az er6 allando forgatonyomatéka csokkenti a perdiiletet: v M Erind er6t kell alkalmazni, ha minimalis erét

keresuink.

.b) A pont gyorsulasanak két komponense van: centripetalis és érint6 iranyu.
A centripetélis gyorsulas (7,2 m/s?) a pillanatnyi szogsebességbol adodik (6 1/s).
Az érinté iranyt (12 m/s?) pedig a széggyorsulasbol (60 1/s?).

.c) A (negativ)munkavégzés a forgasi energiat veszi el.

.38) Az 4brén lathato rendszer elhanyagolhat6 tomegi rad, amelynek két

veégere egy-egy testet erdsitettiink. A rendszer a rogzitett A tengely koriil am 1m

surlodas nélkil foroghat. A rad vizszintes helyzetében a bal oldali testet b= " ’ :

egy 5 cm-rel 6sszenyomott, 200 % rugdallanddja rugon tartjuk. A testet 1kg @ —'A Q 2kg

elengedve a rug6 a rendszert forgasba hozza.

.a) Szamitsuk ki a forgasban 1év6 rendszer szogsebességének legkisebb

értékét! (1,65 1/s)

.b) A rendszer legkisebb szogsebességii helyzetében mekkora és milyen iranyu er6 hat a rGdra az A pontban?(27,28 N)

.a) A szdgsebesség akkor a legkiseb, mikor a kicsi! tdmeg van a legmagasabban (ui. kezdetben a TKP balra van A-tdl).

Ty

energiava alakul a kivant helyzet eléréséig (10 J). A maradék a rendszer forgasi energiaja lesz.



.b) A kérmozgéas dinamikai feltételeit a testekre felirva, a testekre hatd ruder6k szdmolhatoak. A raderdk
ellentettjeinek dsszege hat a tengelyre..

.39) Egy 0,4 kg tomegii, egyenletes tomegeloszlasti 76 cm hosszd rud egyik végén vizszintes tengelyhez van
rogzitve, amely koril strlédasmentesen foroghat a fiiggéleges sikban. A labilis egyensulyi helyzetben levo rad
elhanyagolhat6 kezdésebességgel kibillen.

.2) Mekkora a rad szégsebessége akkor, amikor eldszor halad at a vizszintes helyzeten? (6,28 1/s)

.b) Mekkora a rud széggyorsulésa ugyanakkor? (19,7 1/s?)

.c) Milyen iranyu er6vel hat a tengely a riidra ebben a pillanatban? (9,46° a vizszinteshez)

.a) Energiamegmaradas.

.b) Forgé mozgés alapegyenlete (a rogzitett tengelyre).

.c) A csukloerd és a nehézségi eré hat. Ered6jiik egyik komponense mag,, masik komponense mag:, ahol a a TKP
gyorsulasanak két komponense acp, s as. E16bbi a szogsebességbdl, utobbi a széggyorsulashol szamithato.

.40) A 0,4 kg tomegii és 5 cm sugaru homogén korongot a sikjaba es6 vizszintes fonallal
rogzitjiik az o = 36 °-os lejtén. A fonal a koronghoz kapcsolddik, a korong a lejtén nem
csuszik meg.

.a) Mekkora a fonaler6? (1,300 N)

.b) Legalabb mekkora tapadasi surlodasi egyttthaté sziikséges? (0,325)

.C) A fonal elvagasa utan mennyi id6 alatt tesz meg a korong 5 m-nyi utat? (1,597 s)

.d) Mekkora a korong témegkdzéppontjara vonatkoztatott impulzusnyomatéka az 5 m Gt
befutasa utan? (0,0626 kg - m?/s)

.a) Az er6ket bontsuk fel a lejtére merdleges és vele parhuzamos komponensekre. A szokasos 3 egyenlet megadja K
kotel, S surlodasi, és T tartoer6t.

Ksina + mgcosa =T

mgsina = Kcosa + S

Sr = Kr.
Adédik: K = S = mg ———.
1+cosa
.b) A meg nem csuszas feltétele: S < uT.
.C) mgsina — S = ma
sr= ()
r= Zmr 5
a=rp,

majd a gyorsulasbol szamoljuk atz id6t.
d)N =0w.

41) A fiiggoleges tengelyhez also végiikon csuklosan rogzitett 1= 0,4 m hossz( rudak a

tengellyel 30 °-os szOget zarnak be az abra szerint, mikdzben” allandé szogsebességgel
egyenletesen forog a fliggbleges tengely koriil. A fels6 radvégek kertileti sebessége 10 m/s.
.2) Hanyad részére csokken a rudvégeknek a fliggbleges tengely koriili forgasbol adodo keriileti O
sebessége, ha a rudak fels6 végét rogzit6 fonalakat elégetjiik, és Kivarjuk, amig a rudak vizszintes
helyzetbe jutnak? (2,5 m/s)

.b) Mekkora lesz a ridvégek sebességének nagysaga, a rudak vizszintes helyzetében? (5,95 m/s) Erad]

.a) A fiiggoleges tengely koriili perdiilet megmarad, mert a nehézségi és a tengelyt tart6 er6knek nincsen
forgatonyomatéka a fiiggdleges tengelyre. De kdzben megné a tehetetlenségi nyomaték (4-szersére, ui.a rad minden
pontja dupla akkora tavolsagra (sin 30°=1/2) keriil a tengelytdl, mint kezdetben volt). gy a szégsebesség csokken
negyedére. A rudvégek sebességei szintén.



.b) Disszipativ er6k hianyaban a rendszer Gsszes mechanikai energiaja allando. A fiiggdleges tengely koriili forgasi
energia haromnegyede ¢s a helyzeti energia csdkkenés a rudak fiiggdleges sikban torténé mozgasahoz tartozo forgasi
energiava alakulnak.

A radvégek vizszintes (2,5 m/s) és fiiggdleges (5,40 m/s) sebességkomponensei dsszeadandok.

.42)** r =1 msugard, m =5 kg tomeg( abroncs kertiletére ugyancsak m = 5 kg tomegii
nehezéket erdsitettiink. Az abroncsot vizszintes sikra helyezziik. A surldédas

m elhanyagolhat6. Kezdéhelyzetben a nehezék legfeliil van. Ekkor az abroncsot
elengedjuk.

.a) Mekkora az abroncs tomegkozéppontjanak a gyorsulasa, amikor a nehezék a kézépponttal egyez6 magassagban
van? (5 m/s® vizszintesen a kicsi témeg felé)

.b) Mekkora er6vel nyomja ekkor az abroncs a talajt? (75 N)

.C) Oldjuk meg a feladatot Ggy, hogy az abroncs témege M, a kicsi testé m , és a talaj surlodasmentes! Ezutan
ellendrizziik, hogy m=M az eredmények visszaadjak-e az el6z6 pontok eredményeit!
[a kbzéppont gyorsulasa vizszintesen _zm? = MCm+M) ]
(m+M)? 9 m+M
.d) Oldjuk meg a feladatot Ggy, hogy mindkét tdmeg m, de a talaj surl6dasos, viszont az abroncs nem csiszik meg!

Mekkora lesz a véghelyzetben a kdzéppont gyorsulasa, mekkora a tartderd, és legalabb mekkora tapadasi

surlodasi egyditthato szilkséges a folyamathoz? (% g; %mg; ;)

.a) A strlodasi er6 hianya miatt a rendszer vizszintesen zart, a TKP vizszintesen nem mozdul, igy a véghelyzetben
sem az abroncs kozéppontjanak, sem a kis tdmegnek nincs vizszintes sebessége.

A véghelyzetben a sebességeket és a szogsebességet az energiamegmaradashol szamithatjuk. A TKP fliggélegesen
lefelé mozog, és korulétte forog a rendszer, méghozza azzal a kényszerfeltétellel, hogy az abroncs kbzéppontja
fiiggdlegesen (sem) mozog a talajhoz képest.

(Mas szemléletii otlet: Az egész rendszer az abroncs (a véghelyzetben allo!) kdzéppontja, mint pillanatnyi
forgastengely korul tisztan forog.)

. . p £ _ 19 4 .
Mindkét gondolatbdl adodik, hogy w = \/; €S Vrgp = \/E/Z.

Az abroncs kdzéppontjanak (K) talajhoz képesti gyorsulasa: akq = axke) + arkem=
= (@k(rkperins + Ak(TiP)cp )+ AtkPy Az abra szerint.

AK(TKP)érintd +
/2 ATKP()
— -
AK(TKP)ep
ro’/2

Mivel az abroncs nem emelkedik fel a talajrol, ezért a talajhoz képesti fiiggbleges gyorsulasa 0 az emlitett
helyzetben. Teljes gyorsulasa csakis a kdrmozgashol szarmazo centripetalis gyorsulas: akrxpycp = I12*w? = g/2.
Tovabba arke =r/2*B. (Ez utdbbit a kdvetkez6 kérdésnél hasznaljuk fel.)

.b) Egyenletrendszert irunk fel a vizsgalt helyzetben az abra jeldléseivel:
e Mozgésegyenlet: 2mg — T = 2markp
e Forgd mozgés alapegyenlete a TKP-n dtmend(!) tengelyre: T% +0+4+0=0kpp



-]
mg]] mg

(A K ponton atmend tengelyre is felirhatd lenne a forgé mozgas egyenlete, de ekkor a K pont talajhoz képesti
gyorsulasa miatti tehetettlenségi erét fel kell venni a tomegkozéppontba. Ezen eré most vizszintes, hatasvonala
atmegy K ponton, tehat forgatbnyomatéka K-n atmené tengelyre nem lesz, igy mgr = 0, adddik.)
e Es akényszer, miszerint K a talajhoz képest fiiggélegesen nem gyorsul: argp = fr/2.

Addédik : B =g/2r) argkp =9g/4 T =3mg/2,

.C) A TKP helye masutt van és vizszintesen nem mozdul.

2m g
m+Mr

Az energiamegmaradasbol és abbol a kényszerbél hogy az abroncskizéppont fiiggdleges sebessége 0. w =

Az abroncs meg nem emelkedése miatt a kozéppontjanak gyorsuldsa csak vizszintes lehet, a kzéppont gyorsulasa
2m

2
ez 9> mikozben a TKP gyorsulasa fliggblegesen lefelé: argp = (mmﬂ r) B, amit a kovetkezo

kérdésben kényszerfeltételként hasznalunk.

vizszintesen a., =

A dinamikai egyenletekbdl adodik a tartoerd (T, arxe, f):
Z(m + M)g —-T = Z(m + M)aTKp

m M . m _ _ MM+2m) o . . .
T (m+M r) +mg (m+M r) Mg (m+M r) = Orgpf, ahol Orxp = — oy T esa kényszer:
m
arce = () B = 0.
2
Peredmény: 7SO0 pomlt = ()

.d) A surlodasi eré miatt a rendszer vizszintesen sem zart, a folyamat soran a
TKP elmozdul, vizszintes sebessége és gyorsulasa is lesz. Az abroncs
kozéppontjanak sebessége sem lesz 0.

Az energiamegmaradas érvényes marad, mert nincs csuszasi surlédas (a
tapadasi surlddas dsszes munkavégzése a gyorsitast és forgatast is figyelembe
véve 0):

1 1 . , , C e
mgr = - m)(vi +v3) + S Orxpw?, ahol a Steiner-tétel és az additaivitas

2 2
miatt Oxp = (mrz +m (g) ) +m (g) = zmrz.
Ehhez jarul két egyenlet, kifejezve azt, hogy a meg nem csuszas miatt az abroncs talajjal érintkez6 pontjanak a

. . . . . . o , . ; 5
talajhoz képest nincs sem vizszintes, sem fiiggdleges sebessége, azaz v; = dwsina és v, = dwcosa, ahol d = ‘/2—_r és

1 . 2 z ‘ p . _T . o
Féscosa = Tehat a két kényszer: vq = SWESV; =Tw.

(Az els6 kényszer abbol is kijonne, hogy az abroncskdzéppont fiiggbleges sebessége nulla: v, — ga) =0)

Az egyenletrendszer megoldésa: w = /2% vy = /% v, = /%

Gyorsulasok:

sina =

rw? ITKP
® Gg(TKP)ep=", = %, igy az abroncskdzéppont vizszintes
gyorsulésa a talajhoz: ag(taiqj) = az + %_ AR et i[ + Y
e Fliggblegesen nem gyorsul az abroncskdzéppont: a; — gﬁ =0. P H.:I

e A talajon 1év0 pont a talajjal parhuzamosan nem gyorsul: o2



a, —dfcosa = 0,azaz a, = rp.

A dinamika egyenletei tehat (S, T, a1, a2, f):
2mg — T = 2ma,
S = 2ma,

r
TE — Sr = OrgppB

a, — g B =0 kényszer, az abroncskozéppont fliggdlegesen nem gyorsul,

a, = rf3 kényszer, a talajon 1év6 pont talajjal paArhuzamosan nem gyorsul.

1 _ 9 Jofeld _g
A megoldasa: 8 = P ay = lefele az =7, >
Igy az abroncskdzéppont a talajhoz képest akiaiajy = az + % = %.

, . 7
Vizszintesen S =— T = 2 Mmg-

A meg nem csuszas S < u,T feltételébol adoddik a minimalis - = Ho.

.43) A forgézsamoly fordulatszama 5 %—rc’il 2 i—ra csokkent, mert egy 2 kg tomegii 30 cm atmérdjii, tomor nyugvo
korongot helyeztink ra.

.2) Mennyi a zsamoly tehetetlenségi nyomatéka? (0,015 kgm?)

.b) Mennyivel valtozott a rendszer 6sszes forgasi energiaja, és mi a magyarazat ennek? (-0,1125 J)

.a) A perdiilet (fw) megmard, mert a fliggéleges forgastengelyre nincsen forgatonyomatéka a nehézségi és a tengelyt
tartd erOknek.
D) Eforgasi = %sz = %(Hw)a). Az all6 korongot felgyorsitd csiszasi surlodasi erd az elvett mechanikai energiat

belsd energiava valtoztatta.

.44) R = 0,2 m sugart tomor hengert tengelyének végpontjaiban tiicsapagynak tartanak. A henger
palastjan levo csavarvonalil palyan surlodasmentesen lecstszik egy test, amelynek tomege a henger
tdmegének 6tode. A csavarvonal menetmagassaga h=0,2 m.
.a) Mekkora lesz a test sebessége az indulastél szamitott 0,2 m-es szintkiilénbség megtétele utan?

(1,69 m/s) ¢
.b) Mennyi id6 alatt éri el a test ezt a sebességet? (2,49 s)

3

A

Y

.2) A henger wszogsebességgel, a kicsi test vizszintes sikban fekvo vy, és fiiggdleges vy sebességgel
fog rendelkezni a végén.

Megmarad a perddlet (zart rendszer): 0= %(SmRZ)a) — (mv,)R

és a mechanikai energia (nincs csUszasi surlodas): mgh = % E (SmRZ)] w? + %m(v,? +v2)

Harom ismeretleniinkhoz kell még egy egyenlet. Ez azt a kényszert fejezi ki, hogy a golyd a henger menete mentén
gurul, azaz a golyé palasthoz viszonyitott sebessége akkora széggel hajlik a vizszintes ala, amekkora menet (palastra
csavart lejtd) hajlasszoge.

. R
Mivel Vg(palasty = Vg(R)+VIR(palast) = Vg(IR) - Vpalast(R) =Vx+Vy-R®, 2R ==

h v . v
ezért a hasonl6 haromszogekbdl —— = X3 kényszerfeltétel. & V% )

2Rm Vy—Rw
A megoldas: = 3,37 1/s, vv=1,685 m/s, vy=0,161 m/s.

.b) A mozgas egyenletesen valtozé, h = %yt.



